
HoTT と CTT

上村 太一

導入

1/68

Homotopy Type TheoryとCubical Type Theory

上村 太一 (名古屋大学)

2025年 3月 21日
東北大学 コンピュータサイエンス研究会

https://uemurax.github.io/


HoTT と CTT

上村 太一

導入

2/68

Homotopy Type Theory (HoTT)

(依存)型理論で、Univalence Axiomを満たしHigher Inductive Typesを持
つもの。
Univalence Axiom 型A,Bに対し

(A ≡ B) ' (A ' B).

Higher Inductive Types (HITs) 商、自由代数、存在量化 (∃)、余極限など。



HoTT と CTT

上村 太一

導入

3/68

Cubical Type Theory

HoTTの「実装」の一つ。
I Univalence Axiomを証明可能 (Cohen et al. 2018)。
I 一般のHITsのスキーマ (Coquand et al. 2018)。
I Canonicity (Huber 2019), e.g. ` t : Boolなら ` t = trueまたは

` t = false.
I Normalization (Sterling and Angiuli 2021).
I Coinductive typesも扱い易くなる (Vezzosi 2017)。
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講演の内容

HoTTや Cubical Type Theoryに親しむ。
1. HoTTのアイディアの紹介。なぜHoTT Book1の定式化がだめか。
2. Cubical Type Theoryの紹介。Cubical Type Theoryの構成要素を「見
たことがある」状態になるのが目的。

前提知識
I Agdaや Rocq (旧 Coq)などで、依存型を眺めたことがある程度を仮
定。今回は Agdaっぽい構文を使う。

I ホモトピー論や (∞-)圏論は (技術的には)要らない。

1The Univalent Foundations Program (2013). Homotopy Type Theory: Univalent
Foundations of Mathematics. Institute for Advanced Study. url:
http://homotopytypetheory.org/book/

http://homotopytypetheory.org/book/
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Part I

Homotopy Type Theory
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HoTTのアイディア

I a ≡ bは aと bの同一視のなす型。
I あらゆる構成が同一視で不変。例えば

cong : (f : A → B){x1 x2 : A} → x1 ≡ x2 → f x1 ≡ f x2

transport : A ≡ B → A → B

のような関数を構成可能。
I Univalence (A ≡ B) ' (A ' B) より、あらゆる構成は型の同値で
不変。

I HITsは同一視の構成子も許すデータ型。
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UnivalenceとRepresentation independence
インターフェースの同値な実装は同一。Univalenceはこの原理を内面化
する (Angiuli, Cavallo, et al. 2020)。例えば queue構造の型

QueueStr A
= (X : Type)× X × (A → X → X)× (X → Maybe (X × A))× . . .

と queue構造の同値の型

QueueEqv : QueueStr A → QueueStr A → Type

を適切に (演算を保つ同値として)定義すれば

(Q ≡ R) ' QueueEqv Q R

が導かれる。
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HITの例
A : Typeに対して、FinSet A : Typeは次の構成子を持つHIT (Basold
et al. 2017).

[_] : A → FinSet A
∅ : FinSet A
(_ ∪ _) : FinSet A → FinSet A → FinSet A
assoc : (x1 x2 x3 : FinSet A) → x1 ∪ (x2 ∪ x3) ≡ (x1 ∪ x2) ∪ x3

unitl : (x : FinSet A) → ∅ ∪ x ≡ x
unitr : (x : FinSet A) → x ∪ ∅ ≡ x
com : (x1 x2 : FinSet A) → x1 ∪ x2 ≡ x2 ∪ x1

idem : (x : FinSet A) → x ∪ x ≡ x
squash : (x1 x2 : FinSet A)(p1 p2 : x1 ≡ x2) → p1 ≡ p2
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Identity types

同一視の型 a ≡ bとしては、HoTT BookではMartin-Löf型理論の
identity typeを使っていた。A : Typeと a : Aに対して、

(a ≡ _) : A → Type

は次の構成子を持つデータ型 (の族)。

refl : a ≡ a
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Identity types

パターンマッチ。

(_)−1 : {x1 x2 : A} → x1 ≡ x2 → x2 ≡ x1

refl−1 = refl
(_ · _) : {x1 x2 x3 : A} → x2 ≡ x3 → x1 ≡ x2 → x1 ≡ x3

q · refl = q
cong : (f : A → B){x1 x2 : A} → x1 ≡ x2 → f x1 ≡ f x2

cong f refl = refl
transport : {A B : Type} → A ≡ B → A → B
transport refl x = x
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Identity typesを使うことの問題点

UnivalenceやHITsは refl以外の同一視を作る。例えば ¬ : Bool ' Boolか
ら Univalenceより何らかの p : Bool ≡ Boolを得る。

問題

transport p true : Bool

は falseに簡約されるか、あるいはそうなるようにUnivalenceを実装でき
るか。

(a ≡ _)は本来 reflしか要素を構成する方法がないデータ型なので、refl
以外の (a ≡ _)の要素には簡約規則はないし、簡約規則を追加する正当
性も不明。結果 canonicityのような性質が崩れる。
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Brunerie number

Brunerie (2016)はHoTTで次を示した。

定理 (Brunerie)
ある n : Zが存在して π4(S3) ' Z/nZ.

Canonicityを満たす型理論で形式化すればこの n—Brunerie numberと呼
ばれる—を計算できるはず (古典的なホモトピー論の結果では n = 2)。
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Part II

Cubical Type Theory
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Cubical Type Theory

アイディア
a ≡ bを identity typeではなく「単位区間 [0, 1]からの関数のなす空間」
のようなものとして導入する。

I Univalence (の一部) (A ' B) → (A ≡ B) は型構成子
(A ' B) → [0, 1] → Type を追加するような形になる。

I FinSet Aの構成子 unitl : (x : FinSet A) → ∅ ∪ x ≡ x は
(x : FinSet A) → [0, 1] → FinSet A という「普通の」構成子になる。

I さらに coinductive typesも扱い易くなる。
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Cubical Type Theoryのバリエーション

大きく二つ。
I CCHM (Cohen–Coquand–Huber–Mörtberg) Cubical Type Theory

(Cohen et al. 2018)
I Cartesian Cubical Type Theory (Angiuli, Brunerie, et al. 2019)
これらの中でもプリミティブの選び方でさらにバリエーションがある。
今回は CCHM Cubical Type Theoryの一つで (Coquand et al. 2018)で提案
されたものを解説する。Cubical Agdaの実装 (Vezzosi et al. 2019)はこれ
に近い。
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The Brunerie Number Is −2

Ljungström and Mörtberg (2023)は Cubical Agdaを使って Brunerie
numberが

−2

であることを計算するのに成功した。(Brunerie (2016)の頃にも実験的な
Cubical Type Theoryの実装はあったが計算は終わらなかった。Cubical
Agdaの実装の効率は良いが、Ljungström and Mörtbergが成功したのは
証明自体を改善したという点も大きい。)
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Interval

Cubical Type Theoryには interval Iが組込まれている。
I Iは型ではないが Iの要素 r : Iの概念がある。
I Iの変数 i : Iを使える。
I 定数 0 : Iと 1 : I.
I De Morgan代数構造

Γ ` r1 : I Γ ` r2 : I
Γ ` r1 ∧ r2 : I

Γ ` r1 : I Γ ` r2 : I
Γ ` r1 ∨ r2 : I

Γ ` r : I
Γ ` ∼ r : I
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Cubes

` a : A a
i : I ` a : A a0 a1

a

i : I, j : I ` a : A

a00

a01

a10

a11

a0j

ai0

ai1

a1ja

i : I, j : I, k : I ` a : A (適当な立方体)



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

19/68

同一視の概念

アイディア
i : I ` a : Aを a[i := 0] : Aと a[i := 1] : Aの同一視だと思いたい。
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Homogeneous composition

同一視は合成できてほしい。あるいは、同一視という概念自体が同一視
で不変であるべき。

a00

a01

a10

a11

a0j

ai0

ai1

?

合成演算は i = 0での値 a0jと j方向の「境界」(ai0, ai1)のデータから
i = 1での値を構成するもの。
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Face lattice

「境界」のデータを指定するため face latticeというものを導入する。
I Fは (r = 0)と (r = 1)で生成される分配束。

Γ ` r : I
Γ ` (r = 0) : F

Γ ` r : I
Γ ` (r = 1) : F Γ ` ⊥ : F

Γ ` ϕ : F Γ ` ψ : F
Γ ` ϕ ∨ ψ : F Γ ` > : F

Γ ` ϕ : F Γ ` ψ : F
Γ ` ϕ ∧ ψ : F

I Γ ` ϕ : Fに対して制限された文脈 Γ, ϕを作れる。
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境界

i : I, j : I, (j = 0) ∨ (j = 1) ` a : A

a00

a01

a10

a11

ai0

ai1

i : I, j : I, (i = 0) ∨ (i = 1) ` a : A

a00

a01

a10

a11

a0j a1j



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

23/68

Homogeneous composition

次のプリミティヴを追加する。

Γ ` A : Type
Γ ` ϕ : F Γ, ϕ, i : I ` u : A Γ ` a0 : A Γ, ϕ ` a0 = u[i := 0]

Γ ` hcomp(A, ϕ, (i) u, a0) : A

hcomp(A,>, (i) u, u[i := 0]) = u[i := 1]

ここで (i) uは iを束縛する。
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Homogeneous composition

例

` A : Type j : I, (j = 0) ∨ (j = 1), i : I ` u : A
j : I ` a0 : A j : I, (j = 0) ∨ (j = 1) ` a0 = u[i := 0]

j : I ` hcomp(A, (j = 0) ∨ (j = 1), (i) u, a0) : A

•

•

•

•

a0

u

u

hcomp
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Transport

アイディア
i : I ` A : Typeは型A[i := 0]とA[i := 1]の同一視なのでA[i := 0]の要
素をA[i := 1]に送れてほしい。
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Generalized transport

やや一般的な形のプリミティヴを導入する。

Γ, i : I ` A : Type
Γ ` ϕ : F Γ ` a0 : A[i := 0] Γ, ϕ, i : I ` A = A[i := 0]

Γ ` transp((i)A, ϕ, a0) : A[i := 1]

Γ ` A : Type Γ ` a0 : A
Γ ` transp((_)A,>, a0) = a0

つまり、A[i := 0]からA[i := 1]への関数だが、ϕに制限すると恒等関数
であるもの。
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Generalized transport

例

Γ, i : I ` A : Type Γ ` a0 : A[i := 0]
Γ ` transp((i)A,⊥, a0) : A[i := 1]
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hcompと transpの計算規則

妙なプリミティヴを追加したのでそれについての計算規則を定めたい。
I hcomp(A, ϕ, (i) u, a0)と transp((i)A, ϕ, a0)は型Aについての場合分
けで定義される。

I 型構成子を追加する際には通常の規則に加えて hcompと transpにつ
いての規則も加える。

I 具体的な hcompと transpの計算規則は今回は省略 (本当に技術的な
ので)。
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型構成子

いつもの型構成子を導入する。
(依存)関数型 (x : A) → B x, λx.b, f a, (λx.b) a = b[x := a], f = λx.f x,

hcompの計算規則、transpの計算規則
(依存)対型 (x : A)× B x, 〈a, b〉, c.1, c.2, 〈a, b〉.1 = a, 〈a, b〉.2 = b,

c = 〈c.1, c.2〉, hcompの計算規則、transpの計算規則
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Path types

同一視 i : I ` a : Aを内面化する型を導入する。

Γ, i : I ` A : Type Γ ` a0 : A[i := 0] Γ ` a1 : A[i := 1]
Γ ` Path((i)A, a0, a1) : Type

Γ, i : I ` a : A
Γ ` 〈i〉 a : Path((i)A, a[i := 0], a[i := 1])

Γ ` p : Path((i)A, a0, a1) Γ ` r : I
Γ ` p r : A[i := r ] p 0 = a0 p 1 = a1

(〈i〉 a) r = a[i := r ] p = 〈i〉 p i hcompの transpの
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Path types

要するに端点の条件の付いた関数の型。

Γ ` p : Path((i)A, a0, a1)

Γ, i : I ` a : A Γ ` a[i := 0] = a0 Γ ` a[i := 1] = a1
=========================================================



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

32/68

Path types

定義
A : Type, a0 : A, a1 : Aに対して

(a0 ≡ a1) = Path((_)A, a0, a1)

と定義する。

例
A : Type, a : Aに対して

refl : a ≡ a
refl = 〈_〉 a
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Path types

Pathは関数みたいなものなので関数外延性は自明。

関数外延性
A : Type, B : A → Type, f , g : (x : A) → B xに対して

funext : ((x : A) → f x ≡ g x) → f ≡ g
funext p = 〈i〉λx.p x i



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

34/68

Path types

あらゆる構成は pathを保つ。

Congruence

cong : (f : (x : A) → B x){x1 x2 : A}(p : x1 ≡ x2)

→ Path((i)B (p i), f x1, f x2)

cong f p = 〈i〉 f (p i)
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Path types

同一な型はその要素で区別できない。

Transport

transport : {A B : Type} → A ≡ B → A → B
transport p x = transp((i) p i,⊥, x)
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同値

同値のなす型を定義する。

IsContr : Type → Type
IsContr A = (a : A)× ((x : A) → a ≡ x)
Fiber : {A B : Type} → (A → B) → B → Type
Fiber f b = (x : A)× f x ≡ b
IsEquiv : {A B : Type} → (A → B) → Type
IsEquiv f = (y : B) → IsContr (Fiber f y)
(_ ' _) : Type → Type → Type
A ' B = (f : A → B)× IsEquiv f
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Glue type

Univalenceへの鍵。

アイディア
(_ ≡ _)は (_ ' _)で不変であるべき。

A00

A01

A10

A11

≡

'

'

≡
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Glue type

Γ ` A : Type Γ ` ϕ : F Γ, ϕ ` T : Type Γ, ϕ ` f : T ' A
Γ ` Glue(A, ϕ,T , f ) : Type

Γ ` a : A Γ, ϕ ` t : T Γ, ϕ ` f t = a
Γ ` glue(a, ϕ, t) : Glue(A, ϕ,T , f )

Γ ` b : Glue(A, ϕ,T , f )
Γ ` unglue(ϕ, b) : A

Glue(A,>,T , f ) = T glue(f t,>, t) = t unglue(>, b) = f b

b = glue(unglue(ϕ, b), ϕ, b) unglue(ϕ, glue(a, ϕ, t)) = a
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Glue type

例

i : I ` A : Type
i : I, (i = 0) ∨ (i = 1) ` T : Type i : I, (i = 0) ∨ (i = 1) ` f : T ' A

i : I ` Glue(A, (i = 0) ∨ (i = 1),T , f ) : Type

T0

T1

A0

A1

Glue ≡

f0

'

f1
'

A≡
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Univalence

f : A ' Bに対して、

A

B

B

B

Glue ≡

f

'

λx.x
'

〈_〉B≡

もうちょっと頑張ると

(A ≡ B) ' (A ' B)

を作れる。
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円周

円周 S1は次の構成子を持つHIT.

base : S1

loop : base ≡ base

除去規則

A : S1 → Type a : A base l : Path((i)A (loop i), a, a) x : S1

elimS1 A a l x : A x

elimS1 A a l base = a cong (elimS1 A a l) loop = l



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

42/68

円周
内部的には次のような規則。

Γ ` base : S1
Γ ` r : I

Γ ` loop(r) : S1 Γ ` loop(0) = base

Γ ` loop(1) = base

Γ, x : S1 ` A : Type
Γ ` a : A[x := base] Γ, i : I ` l : A[x := loop(i)]
Γ ` l[i := 0] = a Γ ` l[i := 1] = a Γ ` u : S1

Γ ` elimS1((x)A, a, (i) l, u) : A[x := u]

elimS1((x)A, a, (i) l, base) = a elimS1((x)A, a, (i) l, loop(r)) = l[i := r ]
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円周

内部的には homogeneous compositionを構成子として追加。

Γ ` ϕ : F Γ, ϕ, i : I ` u : S1 Γ ` a0 : S1 Γ, ϕ ` a0 = u[i := 0]
Γ ` hcompS1(ϕ, (i) u, a0) : S1

hcompS1(>, (i) u, u[i := 0]) = u[i := 1]

elimS1((x)A, a, (i) l, hcompS1(ϕ, (i) u, a0)) =

(Aの hcompと transpを使ってできるもの)
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Propositional truncation

A : Typeに対して propositional truncation ‖A‖ : Typeは次の構成子を
持つHIT.

|_| : A → ‖A‖
squash : (x y : ‖A‖) → x ≡ y

つまりAを「命題」(任意の 2点が同一な型)に潰したもの。
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Propositional truncation

Γ ` A : Type
Γ ` ‖A‖ : Type

Γ ` a : A
Γ ` |a| : ‖A‖

Γ ` c0 : ‖A‖ Γ ` c1 : ‖A‖ Γ ` r : I
Γ ` squash(c0, c1, r) : ‖A‖ squash(c0, c1, 0) = c0

squash(c0, c1, 1) = c1

Γ ` A : Type Γ ` ϕ : F
Γ, ϕ, i : I ` u : ‖A‖ Γ ` a0 : ‖A‖ Γ, ϕ ` a0 = u[i := 0]

Γ ` hcomp‖_‖(A, ϕ, (i) u, a0) : ‖A‖

(適当な除去規則)
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Stream

A : Typeに対し Stream A : Typeは次の destructorを持つ余帰納的型。

head : Stream A → A
tail : Stream A → Stream A
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Bisimilarity

(_ ≈ _) : Stream A → Stream A → Typeは次の destructorを持つ余帰納
的型。

≈head : {x y : Stream A} → x ≈ y → head x ≡ head y
≈tail : {x y : Stream A} → x ≈ y → tail x ≈ tail y

≈から≡.

bisim : {x y : Stream A} → x ≈ y → x ≡ y
head (bisim s i) = ≈head s i
tail (bisim s i) = bisim (≈tail s) i

もう少し頑張れば (x ≡ y) ' (x ≈ y).
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まとめ

Cubical Type Theoryの構成要素。
I Interval I
I Homogeneous composition
I Generalized transport
I Path type
I Glue type
I HITs
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各種話題

I Cubical Agdaの実装 (Vezzosi et al. 2019)
I HoTTの cubical models (Bezem et al. 2014; Orton and Pitts 2016;

Uemura 2019; Awodey 2018; Swan and Uemura 2021)
I Formalization projects (Ljungström and Mörtberg 2023; Cherubini

et al. 2024; Brunerie et al. 2022; Lamiaux et al. 2023)
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(Heterogeneous) composition

Γ, i : I ` A : Type Γ ` ϕ : F
Γ, ϕ, i : I ` u : A Γ ` a0 : A[i := 0] Γ, ϕ ` a0 = u[i := 0]

Γ ` comp((i)A, ϕ, (i) u, a0) : A[i := 1]

comp((i)A,>, (i) u, u[i := 0]) = u[i := 1]

これは

comp((i)A, ϕ, (i) u, a0) =

hcomp(A[i := 1], ϕ, (i) transp((j)A[i := i ∨ j], (i = 1), u), a1)

a1 = transp((i)A,⊥, a0)

と定義できる。
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Homogeneous filling operator

Γ ` A : Type Γ ` ϕ : F
Γ, ϕ, i : I ` u : A Γ ` a0 : A Γ, ϕ ` a0 = u[i := 0] Γ ` r : I

Γ ` hfill(A, ϕ, (i) u, a0, r) : A

hfill(A, ϕ, (i) u, a0, 0) = a0

hfill(A, ϕ, (i) u, a0, 1) = hcomp(A, ϕ, (i) u, a0)

hfill(A,>, (i) u, u[i := 0], r) = u[i := r ]
これは

hfill(A, ϕ, (i) u, a0, r) = hcomp(A, ϕ ∨ (r = 0), (i) v, a0)

ϕ, i : I ` v = u[i := i ∧ r ]
r = 0, i : I ` v = a0



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

60/68

Transport filling operator

Γ, i : I ` A : Type Γ ` ϕ : F
Γ ` a0 : A[i := 0] Γ, ϕ, i : I ` A = A[i := 0] Γ ` r : I

Γ ` transpFill((i)A, ϕ, a0, r) : A[i := r ]

transpFill((i)A, ϕ, a0, 0) = a0

transpFill((i)A, ϕ, a0, 1) = transp((i)A, ϕ, a0)

transpFill((_)A,>, a0, r) = a0

これは

transpFill((i)A, ϕ, a0, r) = transp((i)A[i := i ∧ r ], ϕ ∨ (r = 0), a0)



HoTT と CTT

上村 太一

導入

Interval

Homogeneous
composition

Transport

Path types

Glue type

HITs

Coinductive types

まとめ

References

hcomp と transp
の計算

61/68

関数型

Γ ` A : Type
Γ, x : A ` B : Type Γ ` ϕ : F Γ, ϕ, i : I ` u : (x : A) → B

Γ ` f0 : (x : A) → B Γ, ϕ ` f0 = u[i := 0]
Γ ` hcomp((x : A) → B, ϕ, (i) u, f0)

= λx.comp((i)B[x := v], ϕ, (i) u v, f0 w)

ここで

Γ, x : A, i : I ` v = hfill(A,⊥, !, x,∼ i)
Γ, x : A ` w = v[i := 0]
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関数型

Γ, i : I ` A : Type Γ, i : I, x : A ` B : Type
Γ ` ϕ : F Γ ` f0 : (x : A[i := 0]) → B[i := 0]

Γ, ϕ, i : I ` A = A[i := 0] Γ, ϕ, i : I, x : A ` B = B[i := 0]
Γ ` transp((i) (x : A) → B, ϕ, f0) = λx.transp((i)B[x := v], ϕ, f0 w)

ここで

Γ, j : I ` A′ = A[i := ∼ j]
Γ, i : I, x : A[i := 1] ` v = transpFill((j)A′, ϕ, x,∼ i) : A
Γ, x : A[i := 1] ` w = transp((j)A′, ϕ, x) : A[i := 0]
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対型

Γ ` A : Type
Γ, x : A ` B : Type Γ ` ϕ : F Γ, ϕ, i : I ` u : (x : A)× B

Γ ` c0 : (x : A)× B Γ, ϕ ` c0 = u[i := 0]
Γ ` hcomp((x : A)× B, ϕ, (i) u, c0)

= 〈hcomp(A, ϕ, (i) u.1, c0.1), comp((i)B[x := v], ϕ, (i) u.2, c0.2)〉

ここで

Γ, i : I ` v = hfill(A, ϕ, (i) u.1, c0.1, i)
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対型

Γ, i : I ` A : Type Γ, i : I, x : A ` B : Type
Γ ` ϕ : F Γ ` c0 : (x : A[i := 0])× B[i := 0]

Γ, ϕ, i : I ` A = A[i := 0] Γ, ϕ, i : I, x : A ` B = B[i := 0]
Γ ` transp((i) (x : A)× B, ϕ, c0) =

〈transp((i)A, ϕ, c0.1), transp((i)B[x := v], ϕ, c0.2)〉

ここで

Γ, i : I ` v = transpFill((i)A, ϕ, c0.1, i) : A
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Path type

Γ, j : I ` A : Type Γ ` a0 : A[j := 0]
Γ ` a1 : A[j := 1] Γ ` ϕ : F Γ, ϕ, i : I ` u : Path((j)A, a0, a1)

Γ ` p0 : Path((j)A, a0, a1) Γ, ϕ ` p0 = u[i := 0]
Γ ` hcomp(Path((j)A, a0, a1), ϕ, (i) u, p0)

= 〈j〉 hcomp(A, ϕ ∨ (j = 0) ∨ (j = 1), (i) v, p0 j)

ここで

Γ, j : I, ϕ, i : I ` v = u j
Γ, j : I, j = 0, i : I ` v = a0

Γ, j : I, j = 1, i : I ` v = a1
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Path type

Γ, i : I, j : I ` A : Type
Γ, i : I ` a0 : A[j := 0] Γ, i : I ` a1 : A[j := 1]

Γ ` ϕ : F Γ ` p0 : Path((j)A[i := 0], a0[i := 0], a1[i := 0])
Γ, ϕ, i : I, j : I ` A = A[i := 0]

Γ, ϕ, i : I ` a0 = a0[i := 0] Γ, ϕ, i : I ` a1 = a1[i := 0]
Γ ` transp((i)Path((j)A, a0, a1), ϕ, p0)

= 〈j〉 comp((i)A, ϕ ∨ (j = 0) ∨ (j = 1), v, p0 j)

ここで

Γ, j : I, ϕ, i : I ` v = p0 j
Γ, j : I, j = 0, i : I ` v = a0

Γ, j : I, j = 1, i : I ` v = a1
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円周

hcomp(S1, ϕ, (i) u, a0) = hcompS1(ϕ, (i) u, a0)

transp((_)S1, ϕ, base) = base transp((_)S1, ϕ, loop(r)) = loop(r)

transp((_)S1, ϕ, hcompS1(ψ, (i) u, a0)) =

hcompS1(ψ, (i) transp((_)S1, ϕ, u), transp((_)S1, ϕ, a0))
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Propositional truncation

hcomp(‖A‖, ϕ, (i) u, a0) = hcomp‖_‖(A, ϕ, (i) u, a0)

transp((i) ‖A‖, ϕ, |a|) = |transp((i)A, ϕ, a)|

transp((i) ‖A‖, ϕ, squash(c0, c1, r)) =

squash(transp((i) ‖A‖, ϕ, c0), transp((i) ‖A‖, ϕ, c1), r)

transp((i) ‖A‖, ϕ, hcomp‖_‖(A[i := 0], ψ, (j) u, a0)) = hcomp‖_‖(A[i :=

1], ψ, (j) transp((i) ‖A‖, ϕ, u), transp((i) ‖A‖, ϕ, a0))
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